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7. Übung

1. Sei G ein ungerichteter Graph mit Kapazitäten u : E(G) → R+. Sei ∅ 6= A ⊂ V (G), so

dass δ(A) ein minimaler Schnitt (d.h. ein Schnitt mit minimaler Kapazität) in G ist.

(a) Zeigen Sie, dass u(δ(A)) ≤ 2
n
u(E(G)) gilt (mit u(E(G)) :=

∑
e∈E(G)

u(e)).

(b) Betrachten Sie das folgende Verfahren: Wählen Sie zufällig eine Kante und kontra-

hieren Sie sie, wobei eine Kante e mit Wahrscheinlichkeit u(e)
u(E(G))

genommen wird.

Wiederholen Sie diese Vorgehensweise, bis nur noch zwei Knoten übrig sind (die

Wahlen der einzelnen Kanten sollen dabei unabhängig voneinander sein). Zeigen

Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass nie eine Kante aus δ(A) kontrahiert wird,

mindestens 2
(n−1)n

beträgt.

(c) Zeigen Sie, dass man durch kn(n − 1) unabhängige Wiederholungen des Verfah-

rens aus (b) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1− e−2k einen minimalen

Schnitt in G erhält. (4 Punkte)

2. Sei (G, u, c, b) ein Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems. Man nennt eine Funk-

tion π : V (G)→ R ein optimales Potential, falls es einen b-Fluss f in (G, u) mit minimalen

Kosten gibt, so dass π ein zulässiges Potential bezüglich (Gf , c) ist.

(a) Man beweise, dass eine Funktion π : V (G)→ R genau dann ein optimales Potential

ist, wenn für jedes X ⊆ V (G) die folgende Ungleichung gilt:

b(X) +
∑

e∈δ−(X):cπ(e)<0

u(e) ≤
∑

e∈δ+(X):cπ(e)≤0

u(e). (∗)

(b) Man zeige, wie man in polynomieller Zeit für eine gegebene Funktion π : V (G)→ R
entweder eine die Bedingung (∗) verletzende Menge X findet oder entscheidet, dass

es keine solche gibt.

(c) Zeigen Sie, wie man für ein gegebenes optimales Potential einen b-Fluss mit mini-

malen Kosten in O(n3) Zeit findet. (4 Punkte)
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